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［摘要］ 曲线拟合是实验数据处理的基本方法之一。将曲线拟合方法归结为有理论模型和无理
论模型两类，据此，对曲线拟合的一般思路和重要方法进行了讨论。对两类方法进行了比较，并
将它们联合用于对材料流变状态的速率-微分型本构模型的曲线拟合。
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  曲线拟合是用连续曲线近似地刻画或比拟平
面上离散点组函数关系的一种数据处理方法。 传
统的曲线拟合方法是用解析表达式逼近离散数

据。而事实上，随着近几年人工神经网络等一些非
线性理论的发展及其在曲线拟合领域的应用，曲
线拟合已不再局限于解析表达式的拟合理论之

内。将非线性理论用于曲线拟合，使传统的方法得
到了发展与改进：文献［3］中，作者将样条小波的
显式表达式应用于曲线的最小二乘拟合；文献［4］
提出了一种适于曲线拟合的混合型径向基函数网

络；文献［5］ 提出了将 B样条函数网络应用于曲
线拟合的思路。

因此，曲线拟合方法总体上可分为两类：一类
是由与数据的背景资料规律相适应的解析表达式

约束的曲线拟合；一类是由几何方法或神经网络
的拓扑结构确定数据关系的曲线拟合。 本文将这
两类拟合方法归结为有理论模型的曲线拟合与无

理论模型的曲线拟合，据此，对曲线拟合的一般思
路和重要方法进行讨论。对两类方法进行了比较，
并将它们联合用于对材料流变状态的速率-微分
型本构曲线的拟合。

1 有理论模型的曲线拟合
通过实验或观测得到量 x 与 y 的一组数据

对（ x i，y i） （其中 i＝1，2，…，n） ，各 x i 是彼此不同

的。 我们希望用一类与数据的背景资料规律相适
应的解析表达式 y＝f （ x，c）来反映 x 与 y 之间的
依赖关系，f （ x，c）称作拟合的理论模型 ，其中 c＝
（ c1，c2，…，cn）是待定参数。 当 c在 f 中线性出现
时，称为线性模型 ，否则称为非线性模型。有许多
衡量拟合优度的标准，最常用的方法是最小二乘
法。
1．1 线性模型的曲线拟合

已知与数据的背景资料规律相适应的解析表

达式为：
y ＝ β0 ＋ β1x1 ＋ … ＋ βpx p ＋ ε （1）

其中，β0，β1，…，βp 是未知参数，ε服从 N （0，σ2） 。
实验数据为：

（ y i；x i1，x i2，…，x ip ） ， （ i ＝1，2，…，n）
由（1）可知，y i 具有数据结构式

y i ＝ β0 ＋ β1x i1 ＋ … ＋ βipx ip ＋ εi，
（ i ＝1，2，…，n）

其中，诸 ε1，ε2，…，εn 相互独立，且均服从 N （0，
σ2） 。 根据最小二乘原理，线性模型的曲线拟合问
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题可化为下面线性方程组的求解：
∂Q
∂β0 ＝－2●n

i＝1
（ y i － β0 － β1x i1 － … － βpx ip ） ＝0

∂Q
∂βj

＝－2●n

i＝1
（ y i － β0 － β1x i1 － … － βpx ip ） x ij ＝0

（ j ＝1，2，…，p ）
从而，唯一地确定未知参数β0，β1，…，βp。
1．2 非线性模型的曲线拟合

非线性问题一般较线性问题处理困难。 如果
通过某些数学变换能使被估参数以线性形式出

现，通常优先采用变换。 文献［2］将这类问题称伪
线性最小二乘问题。

多项式是其中的典型代表，设多项式函数为：
p （ x ） ＝ p0 ＋ p1x ＋ p2x2 ＋ … ＋ p nx n

如果我们令 p i＝βi，x n＝x n，（ i＝1，2，…，n） 。 则可
以将其化为形如式（1）的线性形式。其它可化为线
性式的常用曲线类型如表1。

表1 可化为线性式的常用曲线类型
T able1 T he common curve types that can be

transformed to linear models
函数表达式 变换后表达式

变量和参数的变化

Y X A B

y＝1／（ ax＋b） 1／y＝ax＋b 1／y x a b

y＝ax b（ a＞0） lgy＝b lgx＋lga lgy lgx b lga
y＝aebx （ a＞0） lny＝lna＋bx lny x b lna
y＝ ax

b2－x2
x
y ＝ b2

a － x2

a x ／y x2 1／a B2／a

大部分非线性模型（如本文将要讨论的材料
流变状态的本构关系） ，并不能直接化为线性问
题，这时一般要借助求解非线性方程组，通过最优
化方法求得所需参数。 最常用的最优化方法［2］有

单纯形下山法、拟牛顿法以及Marquadst 算法。另
外，遗传算法（ GA ） 、免疫算法（ IA ） 的研究也为曲
线拟合中的优化问题提供了新的思路［6］。

2 无理论模型的曲线拟合
在实际工程中，有一些问题［3］～［5］规律性差，

理论模型难以确定，或者根本不需要理论模型的
约束。这时，一般由几何方法或神经网络方法实现
曲线拟合，本文将其归结为无理论模型的曲线拟
合。
2．1 曲线拟合的圆弧法

圆弧拟合是一种描绘通过观测点（型值点）的
几何拟合方法。它用分段圆弧代替曲线，并且使相

邻两个圆弧有公共切线。 这种方法归结为以下三
种情况：

a．已知圆 O和圆外两点 A1，A2，求圆 P，使它
通过 A1，A2，并且与圆 O相切（外切或内切） 。

b．已知圆 O 和圆外一点 A2，求圆 P，使它通
过 A2，并且和圆 O切于点 A1。

c．已知圆O1和圆O2，求圆 P，使它和圆O2相
切，且与圆 O1切于定点 A 。

根据上述三种情况可以确定圆的圆心坐标、
半径以及切点，从而唯一的确定拟合曲线。
2．2 神经网络拟合方法
2．2．1 曲线拟合中网络模型的确定原则

如果将人工神经网络的每个结点看成是一个

基本函数［1］，［7］ （如图1） ，则人工神经网络实质上
就相当于基本函数族网络，它们在相应的权值ωi

（ i＝1，2，…，5） 作用下，生成网络函数 Y，可以将
其看成是泛化了的曲线模型。

图1 神经网络的函数模型
Fig．1 Function model of neural netw orks

针对曲线拟合问题，激活函数应该是连续的、
非线性的（对非线性拟合问题而言） 。 应用最普遍
的是 Sigmoid函数，其表达式为

Sc（ x ） ＝1／（1＋ e－cx ）
其中，c为任意常数。 而网络结构的选择一般要根
据实验数据的形式确定，前馈型神经网络是最常
用的网络结构。 具体地，如果是单条曲线的拟合，
网络结构应该是单输入单输出的；如果是多对曲
线的并行拟合，还存在单输入多输出与多输入多
输出的网络结构。
2．2．2 常用的网络模型及其学习算法

a．BP 网络：神经网络拟合方法中，BP 网络拟
合是最常用的方法，也是其它神经网络拟合方法
的基础。 根据映射定理［1］：给定任一ε＞0，一个连
续矢量 h，矢量中的各分量满足∫［0，1］n

｜hi（ x ） ｜dx
存在，且 h完成映射
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h：［0，1］n ⊂ Rn → Rm

则必定存在一个三层 BP 神经网络来逼近 h，且使
逼近误差保持在ε之内。所以，一个三层BP 网络，
在隐单元可以自由设定的前提下，能够实现以任
意精度完成曲线拟合。在拟合过程中，为加快学习
速率和尽可能避免陷入局部极小，除了传统的 BP
算法外，人们提出了一些改进的算法［9］：如，Vogl
快速算法、二阶 BP 算法、二阶快速 BP 算法以及
自适应 BP 算法等。

b．径向基函数（ RBF） 神经网络：作为一种曲
线拟合器，也适合拟合任何非线性曲线。径向基函
数神经网络的主要优点是收敛速度快，但需要比
标准反馈式 BP 神经网络更多的神经元。 RBF 隐
层单元的特性函数采用非线性的径向基函数，最
常用的是高斯型函数

R j ＝ A e－（ x－ηj ）2／2σj
2
， （ j ＝1，2，…，N ）

式中，N 为隐层单元数，R j 是隐层第 j 单元的输
出，x 是输入模式，ηj 是隐层第 j 个单元高斯函数
的中心。 通过隐层将输入样本空间映射到高维的
径向基函数空间内，对输入层的激励产生局部化
响应。 输出结点则对隐结点的基函数输出进行线
性组合。适合RBF 网络的学习算法有 LMS 算法、
径向基函数相关矩阵奇异分解法、快速卡尔曼
（ FK ） 算法以及基于误差梯度为0的递推最小二
乘（ RLS）算法等。

此外，文献［4］在普通径向基函数的基础上，
提出了混合型径向基函数网络；文献［5］提出的 B
样条函数网络等，都为特定的曲线拟合问题提供
了新的解决方案。

3 两类曲线拟合方法的比较
有理论模型的曲线拟合（主要指最小二乘拟

合）与无理论模型的曲线拟合（主要指神经网络拟
合方法）代表了曲线拟合方法的两个方面，它们既
有联系又有区别：

前者是由与数据的背景资料规律相适应的解

析表达式约束的曲线拟合，适合处理简单的、线性
问题，一般根据最小二乘原理将问题转换为方程

组的求解，具有严谨的数学基础；而对于非线性最
小二乘则要借助于求解非线性方程组或最优化理

论来解决，这就增加了问题的处理难度。后者是由
几何方法或神经网络的拓扑结构确定数据关系的

曲线拟合。与前者不同，神经网络方法适合处理复
杂的非线性问题，并且可以实现多组曲线拟合的
并行处理；但是没有理论曲线模型的限制，从而不
能直接用于对理论模型有严格要求的曲线拟合问

题，并且网络结构的选择和处理结果具有一定的
主观性。

两者的联系体现在，由神经网络拓扑结构决
定的网络函数可以认为是泛化了的曲线模型，并
且网络权值的修正一般是基于最小二乘原理的。

4 实例分析
本构方程理论是非牛顿流体力学和近代材料

科学的理论基础，本构曲线的拟合在其中具有重
要的意义。材料的本构关系通常是高度非线性的，
本文将韩式方提出的速率-微分型本构方程 B 模
型［8］作为曲线的理论模型，用最小二乘方法，结合
神经网络，实现对实验数据的曲线拟合。测得实验
数据如表2。

材料流变状态的速率-微分型本构方程 B 模
型：

μ＝ μ0［1＋ （ λ1λ2 ＋ λ1β1 － β2） γ2］
1＋ λ12γ2 （2）

其中μ0，λ1，λ2，β1，β2为待定系数。 令
a ＝ λ1λ2 ＋ λ1β1 － β2，b ＝ λ12

我们简化上式为：

μ＝ μ01＋ aγ21＋ bγ2 （3）
根据最小二乘原理，即是要求μ0，a，b使

●
i

μ01＋ aγi
2

1＋ bγi
2 － μi

2

达到最小。容易看出，问题需借助于最优化的理论
来求解。 并且随着数据量的增加问题将变得越复
杂。而由（2）式知，曲线通过原点，且原点的函数值
恰为 μ0，所以我们可以用神经网络模拟零点的
值。针对实验数据是一组点对的特点，我们选用了

表2 实验数据
T able2 Experimental data

γ 0．233，0．462，0．818，1．554，2．841，5．393，9．861，18．721，36．907，72．759，128．097，234．19
μ 35．741，34．338，31．459，27．054，20．843，13．224，11．002，10．758，8．422，7．719，6．566，6．361
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如图1所示的网络结构，只是根据需要增加了网
络的隐层单元和隐层数。计算机模拟结果显示，两
个隐层（每个隐层三个神经元） 的 BP 网络模型，
就能达到很好的拟合效果，网络学习算法如下：

a．设置各权值ωj i（0）和阈值θj （0）为0和1之
间的随机数。

b．提供训练样本：输入为实验数据γ，期望输
出为μ，对每个输入样本进行下面（ c） 到（ e） 的迭
代。

c．计算网络的实际输出及隐层单元的状态，
其中，S 为 Sigmoid激发函数

oj ＝ S j ●
i

ωj ioi ＋ θj

  d．计算训练误差：
δj ＝ oj （1－ oj ） （ tj － oj ） ，（输出层）
δj ＝ oj （1－ oj ）●

m
δmωmj ，（隐含层）

  e．修正权值和阈值，其中η为按剃度搜索的
步长，α为常数

ωj i（ t ＋1） ＝ ωj i（ t） ＋ ηδj oi ＋ α［ωj i（ t） － ωj i（ t －1） ］，

θj （ t ＋1） ＝ θj （ t） ＋ ηδj ＋ α［θj （ t） － θj （ t －1） ］，

  f．判断指标是否满足精度要求：即当

E ＝ 12●j
d j － oj 2 ＜ ε

后结束，否则进入（ c） 。
根据网络当前的状态模拟待定系数 μ0＝

36．1820，如图2所示。 通过简单的数学变换，（3）

图2 神经网络模拟实验图
Fig．2 Simulated picture of neural netw orks

式可化为：
μ0

μ－ μ0 ＝ 1
a － b

1
γ2 ＋ b

a － b
令： Y ＝ μ0／（ μ－ μ0） ，X ＝1／γ2，

A ＝1／（ a － b） ，B ＝ b／（ a － b）

根据线性最小二乘原理，求得 A 和 B，进而求得 a
＝0．0607，b＝0．2883。拟合结果如图3所示。可以
看出，该方法具有较好的拟合效果（平均相对百分
误差为：3．1232％） ，并且可以避免繁琐的最优化
过程，是一种直观、有效的曲线拟合思路。其中，由
于实验数据后端的μ值相对前端的μ值小，对曲
线拟合整体的贡献较小，因此，在对数坐标系下出
现了后端拟合效果较前端差的情形。

图3 拟合效果图
Fig．3 Fitting result

5 结 论
a．曲线拟合的一般思路：线性问题，根据最小

二乘原理，将问题转化为线性方程组的求解；非线
性问题，如果可以通过某些数学变换化成线性，通
常优先采用变换，不能化为线性的要借助于求解
非线性方程组或最优化理论来解决。 如果实际问
题对理论模型没有要求，则神经网络是快捷、实用
的新型方法，可以达到较高的拟合精度。

b．将神经网络学习和模拟结果用于有理论模
型的曲线拟合问题，可以使问题更易于解决。在对
问题要求精度允许的范围内，是一种直观、有效的
曲线拟合思路。 通过实例验证了这一思路在解决
实际问题中的应用。
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Discussion on methods of curve fitting in
experimental data processing

Q IAO Li-shan1，WANG Yu-lan1，ZENG Jin-guang2
（1．Department of I nf ormation and Computing Science，Chengdu University of T echnology，China；

2．Department of I nf ormation M anagement，N ingbo University，N ingbo，China）
Abstract： Curve fitting is one of the basic methods in experimental data processing．In this paper，the
methods of curve fitting are classified by existence of theoretic model．According to the above
classification，the paper discusses the general and important methods of curve fitting．Then it compares the
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