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基于射线理论的边坡地震反应分析
⒇

范留明 黄润秋 林 峰
（成都理工学院工程地质研究所，成都610059）

［摘要］ 从射线理论出发，研究了在地震 P 波作用下坡体临空面附近地震能量的分异和重分布
现象，推导了坡体内动应力和动位移计算公式，并将这一理论应用于边坡地震响应分析。 最后
以单斜无限长边坡为例，从理论上探讨了坡体内地震动应力和动位移的分 布规律。
［关键词］ 地震动，地震射线，地震响应，无限长边坡，动应力，动位移
［分类号］ TU452    ［文献标识码］ A

  坡体的地震稳定性研究是地震研究的重要课题
之一，具有重要的工程和社会意义［1］。现有的分析方
法主要有三种：拟静力法，Newmark 位移法［2］和有

限元模拟。拟静力法趋于保守，不能真实反映地震动
与坡体相互作用的动力过程，越来越无法满足现代
工程设计的需要［3］。 Newmark 算法主要用来预报在
地震动作用下的累积位移，尽管后人对该方法进行
了多次改进［1］，［4］，但是均未考虑坡体临空面引起的
反射波的影响。 有限元模拟虽然全面反映地震动的
作用过程，但对输入参数要求较高，而且需要大量耗
时的计算，因此不能作为常规方法使用，只适于大型
重要工程［5］。为了克服上述种种不足和缺陷，本文首
次引入了地震射线理论，以期促进该理论在工程地
质中的应用和发展。 下面以平面 P 波为例，分析边
坡在 P 波作用下的地震动力响应。

1 射线基本理论和方法
射线理论源于物理几何光学，射线被定义为光

的传播路径，其几何形状由费马 （ Fermat ） 原理确
定［6］，后来 Keller 将这一理论推广应用到地震学中。
按照费马原理，连接两点的射线就是使地震波传播
时间最短的几何连线，所以费马原理又称为最小时
间原理。与光在非均匀介质中传播一样，当地震波遇
到弹性性质突变界面时，将会在分界面上产生反射
和折射现象，发生能量分异。
1．1 平面波在临空面处的能量重分布

在平面波入射条件下，如果弹性分界面（又称反

射界面）为光滑平面，则射线理论在这种情况下严格
成立，即存在精确的解析解形式［7］。 特别地，如果反
射面是自由界面，则射线方法有更简单的表达形式。

如图1所示，假设平面 P 波以与自由面法线方
向成α角入射，根据弹性波散射理论可知，入射波在
自由界面 A 点处产生波场分裂现象，分解为同类型
的反射 P 波和新类型的反射 S 波（转换波） 。 在突变
分界面处的射线方向由斯奈尔（ Snell） 定理确定［8］。
如果入射角为α，按照斯奈尔定理，P 波反射角亦为
α，而且与 S 波反射角β满足如下关系：

sinα／vP ＝ sinβ／v S （1）
式（1）中，vP，v S 分别表示 P 波和 S 波的速度。对于任
一平面简谐 P 波，假设入射波振幅为 A0，反射 P 波
振幅为 A P，反射 S 波振幅为 A S，P 波和 S 波反射系
数分别定义为：

R ＝ A P／A0， B ＝ A S／A0 （2）
  根据射线理论，并考虑到平面波在界面上的扩
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散效应，反射系数 R 和 B 满足如下关系：

R ＝ v2P cos22β－ v2S sin2αsin2β
v2P cos22β＋ v2S sin2αsin2β cosα

B ＝ 2vP v S sin2αcos2β
v2P cos22β＋ v2S sin2αsin2β cosα

（3）
  虽然（3）式是由平面谐波推导得出，但是由于任
一地震时程函数均可视为若干个平面谐波的线性叠

加，所以对平面波场具有普适性。
1．2 坡体内地震动的射线合成

对于均质单斜边坡，边坡地形对地震动的影响
主要体现在不同坡度的坡面对地震波产生不同程度

和不同方向的反射，各种类型的波相互叠加形成复
杂的地震波场，从而影响边坡的变形和破坏。

根据地震波射线理论，坡体内任意一点 A 处的
地震动由三部分构成，即入射波 （ P ），同类反射波
（ P-P）和转换反射波（ P-SV ） （如图2所示） 。 假设入
射 P 波，反射 P 波和反射 S 波的地震动位移时程函
数分别用 u0，u1，u2表示，则按照地震波场矢量叠加
原理，坡体内任意一点总的地震动 u可按照下式计
算：

u（ t） ＝ u0（ t － t0） ＋ u1（ t － t1） ＋ u2（ t － t2）
（4）

式 （4） 中，t0表示入射 P 波从 x 点直接到达 A 点的
旅行时间，t1表示入射 P 波从 x1到达坡面上 h1点
的旅行时间及其同类反射波 P-P 从 h1点到达 A 点
的旅行时间之和，t2表示入射 P 波从 x2点到达坡面
上 h2点的旅行时间及其转换反射波 P-SV 从 h2到
达 A 点的旅行时间之和。 这里，u0，u1，u2均为矢量，
其方向由射线方向决定，其中 u0，u1与射线方向一
致，u2与射线方向垂直。 u1，u2的幅值由自由边界面
反射系数 R，B 以及入射 P 波的幅值 u0所决定。 式
（4）虽然是从位移场导出，但是由于位移、速度、加速
度之间存在着简单的微积分关系，所以同样适用于

对速度场和加速度场的计算。

2 边坡地震反应分析
2．1 动位移计算

对于坡角为α的边坡，地震动为近场垂直入射
的 P 波（如图2），考虑到水平位移分量为零，由（3）
式和（4）式可得 A 点处总地震动为：
   u（ t） ＝ － R w0（ t － t1） sin2α－

B w0（ t － t2） sin（α＋ β）
   w （ t） ＝ R w0（ t － t1） cos2α＋

B w0（ t － t2） cos（α＋ β） ＋ w0（ t）
（5）

其中，w0表示入射 P 波垂直位移分量；u ，w 分别表
示水平位移分量和垂直位移分量。
2．2 动应力计算

应变反映了位移在空间的变化梯度，根据弹性
力学和地震波射线理论，动应变的计算公式如下：
 εx （ t） ＝ R w′0（ t － t1） sin2（2α） ／vP －

0．5B w′0（ t － t2） sin〔2（α＋ β） 〕／v S
 εy （ t） ＝ R w′0（ t － t1） cos2（2α） ／vP ＋

0．5B w′0（ t － t2） sin〔2（α＋ β） 〕／v S －
w0（ t － t0） ／vP

 εxy （ t） ＝ －0．5R w′0（ t － t1） sin（4α） ／vP ＋
0．5B w′0（ t － t2） cos〔2（α＋ β） 〕／v S

（6）
式（6）中，w′0（ t ） 为地震速度时程函数，是位移对时
间的一阶导函数，据此可计算出相应的动应力 σx，
σy，τxy：
   σx （ t）＝λ〔εx （ t）＋εy （ t） 〕＋2Gεx （ t）
   σy （ t）＝λ〔εx （ t）＋εy （ t） 〕＋2Gεy （ t） （7）
   τxy （ t）＝2G εxy （ t）
（7）式中，λ为拉梅常数，G 为剪切模量。

3 模型算例
3．1 模型计算

为了便于理论研究，以无限长边坡为例，利用射
线方法进行了模型试算。假定坡长为无限长，坡体为
均质弹性体，取坡角为30°，地震纵、横波速比按照
理想弹性体取值，为1．73，表明是完整岩体［9］。 其中
纵波速为5500m／s，横波速为3000m／s，密度为
2．7×103 kg／m3。 地震加速度时程取某地合成记录
（ 图3），时间为8．4s，计算结果如图4～图9所示
（其中应力单位为千帕，位移单位为毫米，坡体尺度
按米计） 。
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3．2 计算结果分析
由计算结果可以看出，坡体内地震动应力的分

布有如下规律：（1）动应力值（无论是拉应力或是压
应力）从坡体临空面到坡体内部，随着深度的增加而
增大。即在坡面上动应力值相对较小，在距坡面较远
的坡体深处动应力值相对较大。（2）最大（小）动应力
的方向与坡体临空面有良好的对应关系：最大动应
力的方向平行于坡面，最小动应力的方向垂直于坡
面。 （3）受坡体地形的影响，坡体上部动应力和坡体
下部动应力存在着时间上的差异，坡体上部动应力
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在时间上滞后于下部动应力。
地震动位移的分布与动应力分布有所不同：（1）

与动应力分布特征相反，动位移幅值在坡面上最大，
随着深度的增加而逐渐减小。（2）动位移以铅垂方向
振动为主，铅垂方向位移是水平方向位移的10倍左
右，这从另一个方面也证明了 Newmark 位移法［2］的

合理性。（3）坡体上部动位移和坡体下部动位移也存
在旅行时间上先后差异，其规律与地震动应力相似。

4 结束语
本文利用平面射线理论和方法，分析了边坡地

震动力响应的一般规律，方法简便实用，具有效率
高、速度快的特点。它能够描述坡体临空面对地震波
的反射作用，反映边坡的地震地形效应；因此可以作
为常规方法使用，或者与其他分析方法 （ 例如
Newmark 位移法） 结合起来，共同分析边坡的地震
动力响应，具有一定的实用性。
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RAY THEORY FOR THE SEISMIC RESPONSE ANALYSIS OF SLOPE
FAN Liu-ming，HUANG Run-qiu，LIN Feng

（ Chengdu University of T echnology，China）
Abstract： The seismic response analysis of a slope is an important subject in geology engineering and earthquake
engineering．In spite of many methods for it，such as quasi static method，displacement method by Newmark
and other numeric methods，they either ignore the effect of the free surface of a slope or need much hours to
compute．The ray method，which generates from geometrical optics and is used w idely in seismology now，can
overcome these shortages effectively．Based on the ray theory，the propagation regulation of the incident planar
primary wave in a slope and its redistribution near the free surface of a slope are discussed，and its dynamic
energy variation in the course of its propagation is studied in detail．On the basis of this，analytical formulas for
calculating the dynamic stress and dynamic displacement in a slope are also derived in theory．This method is
generalized to be applied to the seismic response analysis of a slope．Finally，taking an infinite homogenous slope
as an example，the distribution law of its dynamic stress and dynamic displacement is summarized in this paper．
Key words： ground motion； seismic rays； seismic response； infinite slope； dynamic stress； dynamic

displacement
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