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复矩阵的Ｇｉｖｅｎｓ变换及其ＱＲ分解

杜　鹃　冯思臣
（成都理工大学 管理科学学院，成都６１００５９）

［摘要］实矩阵有成熟的三角分解算法，复矩阵尚无好的三角分解算法。为解决复矩阵的三角

分解与ＱＲ分解问题，采用科学类比，重新拓展定义，演绎计算的方法，给出复Ｇｉｖｅｎｓ矩阵的定

义，推导出了复Ｇｉｖｅｎｓ矩阵是酉矩阵，得到了用有限个复Ｇｉｖｅｎｓ变换将一个ｎ维复向量旋转

到任何一个给定方向的方法，证明了任何一个非奇异复矩阵能够通过有限次复 Ｇｉｖｅｎｓ变换，

分解为一个酉矩阵与一个复非奇异上三解矩阵的乘积，利用复Ｇｉｖｅｎｓ变换解决了复矩阵的

ＱＲ分解问题。

［关键词］复Ｇｉｖｅｎｓ变换；Ｇｉｖｅｎｓ矩阵；ＱＲ分解
［分类号］Ｏ１５１．２１ ［文献标志码］Ａ

１　预备知识

随着现代化科学技术的迅速发展，矩阵的分
解在控制理论、信息论、系统识别和信息处理、优
化理论、最小二乘问题中都是十分重要的工具。
参考文献［１～４］涉及到矩阵的ＱＲ分解，并且目
前的大多数文献中也只对实矩阵利用Ｇｉｖｅｎｓ矩
阵变换、Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ矩阵变换、Ｄｏｏｌｉｔｔｌｅ分解得
到ＱＲ分解公式。文献［５～８］中给出了一些更好
的算法途径，而对复矩阵的Ｇｉｖｅｎｓ矩阵变换及其

ＱＲ分解，尚没有具体方法。但这一问题在工程
技术应用中是非常有实用价值的。本文就从复

Ｇｉｖｅｎｓ矩阵变换入手，给出复矩阵的ＱＲ分解方
法。
定义１　设实数ｃ与ｓ满足ｃ２＋ｓ２＝１，称矩
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　　　　　　　［ｉ］　　　　［ｋ］
为复数形式的Ｇｉｖｅｎｓ矩阵（初等旋转矩阵），其中

ｃ＝ｃｏｓθ＞０，ｓ＝ｓｉｎθ＞０，θ为旋转角，θ１＋θ４＝θ２＋

θ３。可以得到 Ｕｉｋ ＝ｅｊ（θ１＋θ４）当θ４＝－θ１＋２ｎπ时

ｄｅｔ　Ｕｉｋ＝１。
定义２　如果实（复）非奇异矩阵Ａ能够化成

正交（酉）矩阵Ｑ与实（复）非奇异上三角矩阵Ｒ
的乘积，即Ａ＝ＱＲ，则称为Ａ的ＱＲ分解。
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性质１　ＵＨ
ｉｋＵｉｋ＝Ｉ，即Ｕｉｋ是酉矩阵，且ＵＨ

ｉｋ也

是复Ｇｉｖｅｎｓ矩阵。
性质２　当θ４＝－θ１，θ３＝－θ２ 时，则
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以下讨论都假设θ４＝－θ１，θ３＝－θ２。
性质３　对于不全为零的复数α和β，可选取
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性质４　设ｘ＝（ξ１，ξ２，…，ξｎ）
Ｔ∈Ｃｎ，当 ξｉ
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θ１＝－ａｒｇξｉ，θ２＝－ａｒｇξｋ，ｙ＝Ｕｉｋｘ＝（η１，η２，…，

ηｎ）
Ｔ，

其中

ηｉ ＝ξｉｃｅｊθ１＋ξｋｓｅｊθ２
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则有ηｉ＝ ξｉ
２＋ ξｋ槡 ２＞０，ηｋ＝０。

证　可由性质３推得。

２　主要结论

定理１　设ｘ＝（ξ１，ξ２，…，ξｎ）
Ｔ≠０，ｘ∈Ｃｎ，则

存在有限个复数形式的Ｇｉｖｅｎｓ矩阵的乘积，记为

Ｕ，使Ｕｘ＝‖ｘ‖２ｅ１。
证　若ξ１≠０，构造复Ｇｉｖｅｎｓ矩阵Ｕ１２，

令ｃ＝ ξ１
ξ１

２＋ ξ２槡 ２
，ｓ＝ ξ２

ξ１
２＋ ξ２槡 ２

，

θ１＝－ａｒｇξ１，θ２＝－ａｒｇξ２，由性质４可得Ｕ１２ｘ＝

（ ξ１
２＋ ξ２槡 ２，０，ξ３，…，ξｎ）

Ｔ，再对Ｕ１２ｘ构造
复Ｇｉｖｅｎｓ矩阵Ｕ１３，
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θ１＝－ａｒｇ ξ１
２＋ ξ２槡 ２，θ２＝－ａｒｇξ３，

Ｕ１３（Ｕ１２ｘ）＝ （ ξ１
２＋ ξ２

２＋ ξ３槡 ２，０，０，ξ４，
…，ξｎ）

Ｔ，如此继续下去，最后一次对Ｕ１ｎ－１…Ｕ１２ｘ
构造Ｕ１ｎ，

ｃ＝ ξ１
２＋…＋ ξｎ－１槡 ２

ξ１
２＋ ξ２

２＋…＋ ξｎ－１
２＋ ξｎ槡 ２

，

ｓ＝ ξｎ
ξ１

２＋ ξ２
２＋…＋ ξｎ－１

２＋ ξｎ槡 ２
，

θ１ ＝－ａｒｇ ξ１
２＋ ξ２

２＋…＋ ξｎ－１槡 ２，

θ２ ＝－ａｒｇξｎ， Ｕ１　ｎ（Ｕ１，ｎ－１…Ｕ１　２ｘ）＝

（ ξ１
２＋ ξ２

２＋…＋ ξｎ－１
２＋ ξｎ槡 ２，０，０，…，

０）Ｔ，令Ｕ＝Ｕ１　ｎＵ１，ｎ－１…Ｕ１　２，则Ｕｘ＝‖ｘ‖２ｅ１，如
果ξ１＝０，ξ２＝０，…，ξｋ－１＝０，ξｋ＝０（１＜ｋ≤ｎ），此

时‖ｘ‖２＝ ξｋ
２＋…＋ ξｎ槡 ２，上面的步骤由

Ｕ１ｋ开始进行即可。
定理２　设非零列向量ｘ∈Ｃｎ，及单位列向量

ｚ∈Ｃｎ，则存在有限个复Ｇｉｖｅｎｓ矩阵的乘积，记为

Ｕ，使得Ｕｘ＝‖ｘ‖２ｚ。

证　由定理１，对于向量ｘ，存在Ｕ（１）＝Ｕ（１）
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Ｇｉｖｅｎｓ矩阵，使得Ｕ（１）ｘ＝‖ｘ‖２ｅ１；又对于向量
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矩阵，使得Ｕ（２）ｚ＝‖ｚ‖２ｅ１＝ｅ１，于是有Ｕ（１）ｘ＝

‖ｘ‖２ｅ１＝‖ｘ‖２Ｕ
（２）ｚ，所以［Ｕ（２）］－１　Ｕ（１）ｘ＝
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‖ｘ‖２ｚ。
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１ｎ 都是复Ｇｉｖｅｎｓ

矩阵，因此Ｕ 是有限个Ｇｉｖｅｎｓ矩阵的乘积。
定理３　任何ｎ阶复非奇异矩阵Ａ＝（ａｉ　ｊ）可

通过左连乘有限个复初等旋转矩阵化为上三角矩

阵，且对角线元素除最后一个外都是正数。
证　先由ｄｅｔ　Ａ≠０，知Ａ的第１列ｂ（１）＝（ａ１１，

ａ２１，…，ａｎ１）Ｔ≠０，由定理１，存在有限个复Ｇｉｖｅｎｓ
矩阵的乘积，记为Ｕ１＝Ｕ１　ｎＵ１，ｎ－１…Ｕ１　２，使得

Ｕ１ｂ（１）＝‖ｂ（１）‖２ｅ１（ｅ１∈Ｒｎ）
令ａ（１）１１ ＝‖ｂ

（１）‖２，则有
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因为ｄｅｔ　Ａ≠０，ａ（１）１１ ≠０，知ｄｅｔ　Ａ（１）≠０，可得Ａ（１）的
第１列ｂ（２）＝（ａ（１）２２ ，ａ（１）３２ ，…，ａ（１）ｎ２ ）Ｔ≠０；又由定理

１，存在有限个复 Ｇｉｖｅｎｓ矩阵的乘积，记作Ｕ２＝
Ｕ２　ｎＵ２，ｎ－１…Ｕ２　３，使Ｕ２ｂ（２）＝‖ｂ（２）‖２ｅ１，（ｅ１∈
Ｒｎ－１），令ａ（２）２２ ＝‖ｂ（２）‖２，得

Ｕ２Ａ（１）＝
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继续做下去，到第ｎ－１步，由ｄｅｔ　Ａ（ｎ－２）≠０，知

Ａ（ｎ－２）的第１列ｂ（ｎ－１）＝（ａ（ｎ－２）ｎ－１，ｎ－１，ａ（ｎ－２）ｎ，ｎ－１）Ｔ≠０，由
定理１存在复Ｇｉｖｅｎｓ矩阵Ｕｎ－１，使得Ｕｎ－１ｂ（ｎ－１）

＝ ‖ｂ（ｎ－１）‖２ｅ１， （ｅ１∈Ｒ２ ）， 令ａ（ｎ－１）ｎ－１，ｎ－１＝

‖ｂ（ｎ－１）‖２，则有Ｕｎ－１Ａ（ｎ－２）＝
ａ（ｎ－１）ｎ－１，ｎ－１ ａ（ｎ－１）ｎ－１，ｎ
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下 面 证
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因为Ｕ２＝Ｕ２　ｎＵ２，ｎ－１…Ｕ２　３，其中Ｕ２　ｎ，Ｕ２，ｎ－１，

…，Ｕ２　３ 都 是 复 Ｇｉｖｅｎｓ 矩 阵，则
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是复 Ｇｉｖｅｎｓ矩阵之积，因此，Ｕ 是有

限个复Ｇｉｖｅｎｓ矩阵的乘积，使
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ａ（１）１１ ａ（１）１２ … ａ（１）１，ｎ－１ ａ（１）１ｎ
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记ＵＡ＝Ｒ，Ｒ是上三角矩阵，即Ａ可以通过左连
乘的复Ｇｉｖｅｎｓ矩阵化为上三角矩阵，且Ｒ的主对
角线上元素，除最后一个外都是正数。再Ａ＝
Ｕ－１　Ｒ，令Ｑ＝Ｕ－１，即Ａ＝ＱＲ，其中Ｕ－１是有限个

复Ｇｉｖｅｎｓ的乘积，Ｕ－１是酉矩阵，Ｒ是非奇异的上
三角矩阵，则得到任何ｎ阶非奇异矩阵Ａ 都可用
复Ｇｉｖｅｎｓ矩阵变换作ＱＲ分解。
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２０１０年天文学、地球科学领域
高被引高等院校

序

号
第一作者机构名称

总被引

频次
发文量

被引率
（％）

１ 中国地质大学（北京） ３４４１　 ３５４１　 ３８．４６

２ 中国地质大学（武汉） ２５２９　 ３６１４　 ３１．７９

３ 南京大学 ２４９０　 ２０６７　 ４５．１９

４ 北京大学 ２２７０　 １７２８　 ４１．７２

５ 成都理工大学 ２１６９　 ２７７５　 ３２．４３

６ 南京信息工程大学 １９９８　 １７４５　 ４４．５３

７ 武汉大学 １９４０　 ３１１３　 ３２．０６

８ 吉林大学 １８３５　 １９７７　 ３７．９４

９ 中国石油大学（北京） １２３２　 １２４７　 ４４．８３

１０ 中国海洋大学 ９７０　 １７９５　 ３１．３６

２０１０年石油、天然气工业领域
高被引高等院校

序

号
第一作者机构名称

总被引

频次
发文量

被引率
（％）

１ 中国石油大学（北京） ２６７１　 ３７１１　 ３６．３５

２ 西南石油大学 ２３４２　 ４１０９　 ３１．９５

３ 中国石油大学（华东） ２００３　 ３３８６　 ３２．５２

４ 中国地质大学（北京） １２１３　 １３９２　 ３９．２２

５ 东北石油大学 ９７１　 １８０６　 ２９．６２

６ 成都理工大学 ８９５　 １０６２　 ３７．６６

７ 长江大学 ６７７　 １６５０　 ２５．８２

８ 西安石油大学 ５７０　 １２６６　 ２３．５４

９ 中国地质大学（武汉） ５２１　 ７７６　 ３１．８３

１０ 西北大学 ２９１　 ３２３　 ３８．７０
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